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NĂM HỌC 2022 - 2023 

MÔN: TOÁN 11 

 

Thời gian làm bài: 180 phút  

 

Câu 1: (1, 0 điểm) Cho hàm số 4 2( ) ( 3) 2 1f x a x ax= + − +  (a là tham số) có giá trị lớn nhất trên [0; 3] 

là (2)f .Tìm giá trị nhỏ nhất của ( )f x  trên [0; 3].              

Câu 2: (2, 0 điểm) Cho hình chóp SABCD có ABCD là hình thang vuông tại A và B, AB = BC = a, 

AD = 2a, SA ⊥  (ABCD) và SC = 5a . 

a) Tính thể tích khối chóp S.ABCD. 

b) Trên cạnh SA lấy M sao cho SM = x. Mặt phẳng (BCM) chia khối chóp thành 2 phần có thể 

tích là 1V  và 2V  ( 1V  là thể tích phần chứa S). Tìm x để 2 12V V= . 

Câu 3: (1, 0 điểm) Cho dãy số ( )nu  có 1 21; 2023u u= =  và 3 2

2 1. , 1n n nu u u n+ +=   . Chứng minh ( nu ) có 

giới hạn và tính giới hạn đó.   

Câu 4: (2, 0 điểm) Ta gọi đa thức 1

1 1 0( ) ...n n

n nP x a x a x a x a−

−= + + + +  là “đối xứng” nếu 0na   và 

, 0k n ka a k n−=    . 

a) Chứng minh rằng tích hai đa thức “đối xứng” là một đa thức “đối xứng”.  

b) Chứng minh rằng nếu đa thức hệ số thực P(x) là một nhân tử của đa thức H(x) = 1 ... 1n nx x x−+ + + +  

thì P(x) là đa thức “đối xứng”. 

Câu 5: (1, 5 điểm) Cho số nguyên dương a và b nguyên tố cùng nhau. Chứng minh rằng số ab  là số 

lớn nhất không thể viết được dưới dạng ax by+  với ,x y  nguyên dương.   

Câu 6: (2, 5 điểm) Cho tam giác ABC nội tiếp (O). Gọi D và E là trung điểm AB, AC. Một đường 

tròn (w) qua D, E và tiếp xúc (O) tại K khác A. Tiếp tuyến tại K cắt DE tại S. 

a) CMR: SA là tiếp tuyến của (O). 

b) Gọi H là chân đường cao từ A xuống BC . Chứng minh rằng KH đi qua trọng tâm tam giác 

ABC. 

 

 

  



 

Hướng dẫn chấm 

Câu 1: (1, 0 điểm) Cho hàm số 4 2( ) ( 3) 2 1f x a x ax= + − +  (a là tham số) có giá trị lớn nhất trên [0; 

3] là (2)f .Tìm giá trị nhỏ nhất của ( )f x  trên [0; 3].                      

Có 3( ) 4 ( 3) 4f x x a ax = + −   

Vì hàm số đạt GTLN trên [0; 3] tại x = 2 => (2) 0f  =  => 32( 3) 8 0a a+ − =  => 4a = −        

Thay vào ta được: 4 2( ) 8 1f x x x= − + +   

 3( ) 4 16 0f x x x = − + =   2;0;2x = −   

Thay (0) 1; (2) 17; (3) 8f f f= = = −                         

Câu 2: (2, 0 điểm) Cho hình chóp SABCD có ABCD là hình thang vuông tại A và B, AB = BC = a, 

AD = 2a, SA ⊥  (ABCD) và SC = 5a . 

c) Tính thể tích khối chóp S.ABCD. 

d) Trên cạnh SA lấy M sao cho SM = x. Mặt phẳng (BCM) chia khối chóp thành 2 phần có thể 

tích là 1V  và 2V  ( 1V  là thể tích phần chứa S). Tìm x để 2 12V V= . 

Vì SA ⊥  (ABCD) => SA ⊥  AC  

  2 2 2 2 2 2 23SA SC AC SC AB BC a= − = − − =  

   3SA a=   

 
1

.
3

SABCD ABCDV SA S=   

1 1
. 3. ( 2 )

3 2
a a a a= +   

= 33

2
a   

 

 

b) Từ M kẻ đường thẳng song song AD cắt SD tại N => MN // AD // BC => N thuộc (BMC) 

=> (BMC) chia khối chóp thành 2 phần là SBCMN và BCMNAB với 1 SBCMNV V=   

Đặt 
SM

y
SA

=  => 
SN

y
SD

=   

Có 2 12V V=  => 1

1

3
SABCDV V=   



Có 1 SBCM SCMNV V V= +   

Áp dụng công thức tỉ lệ thể tích trong chóp tam giác => SBCM

SABC

V SM
y

V SA
= =   

Mà 
1

3
ABC ABCDS S=  => .

3
BCM SABC SABCD

y
V y S V= =   

Lại có: 2.SCMN

SACD

V SM SN
y

V SA SD
= =  => 

2
2 2

3
SCMN SACD SABCD

y
V y V V= =   

 
22

3
SBCMN SABCD

y y
V V

+
=  => 

22 1

3 3

y y+
=  => 22 1y y+ =  => 

1

2
y =  (DO 0 < y < 1)  

  
3

2

a
x =   

Câu 3: (1, 0 điểm) Cho dãy số ( )nu  có 1 21; 2023u u= =  và 3 2

2 1. , 1n n nu u u n+ +=   . Chứng minh rằng ( nu

) có giới hạn và tính giới hạn đó.   

Có 0, 1nu n    . Lấy ln 2 vế ta được: 2 13 2n n nlnu lnu lnu+ += +     

Đặt n na lnu=  => 1 20; 2023a a ln= =   và 2 13 2n n na a a+ += +   

PT đặc trưng: 23 2 1 0x x− − =   1x =   hoặc 
1

3
x

−
=   

Giải ra ta được: 
3 9 1

2023 2023.( )
4 4 3

n

na ln ln
−

= +  
3

2023
4

ln→  => 
3

42023nu →     \ 

Câu 4: (2, 0 điểm) Ta gọi đa thức 1

1 1 0( ) ...n n

n nP x a x a x a x a−

−= + + + +  là “đối xứng” nếu 0na   và 

, 0k n ka a k n−=    . 

a) Chứng minh rằng tích hai đa thức “đối xứng” là một đa thức “đối xứng”.  

b) Chứng minh rằng nếu đa thức hệ số thực P(x) là một nhân tử của đa thức H(x) = 1 ... 1n nx x x−+ + + +  

thì P(x) là đa thức “đối xứng”. 

a) Gọi 1 0( ) ...n

nP x a x a x a= + + +   và 1 0( ) ...m

mQ x b x b x b= + + +  là hai đa thức đối xứng.  

Khi đó P(x).Q(x) = 1 0 1 0( ... )( ... )n m

n ma x a x a b x b x b+ + + + +  = 1 0...m n

m nc x c x c+

+ + + +   

Đồng nhất hệ số, có 0 0 0c a b=  và m n n mc a b+ =  => 0 m nc c +=   

Tương tự: 1 1 1 0 1 1 0 1m n n m n mC a b a b a b a b c+ − − −= + = + =   

Ta chứng minh: k m n kc c + −=   

Có 0 0...k k kc a b a b= + +   và . ...m n k n b k n k mc a b a b+ − − −= + +  kc=  => đpcm 



b) Gọi z là một nghiệm của P(x) => z là nghiệm của H(x) 

=> 1 1 0nz + − =  và dễ thấy z = 1 không phải là nghiệm 

Do đó z = -1 hoặc z là nghiệm phức thỏa mãn | | 1z =   

Nếu z = -1 thì P(x) có nhân tử là x + 1 là đa thức đối xứng 

Nếu z là nghiệm phức khác – 1 thì P(x) cũng có nghiệm là 𝑧̅  

Khi đó P(x) có nhân tử là (𝑥 − 𝑧)(𝑥 − 𝑧̅) = 𝑥2 − (𝑧 + 𝑧̅)𝑥 + 𝑧. 𝑧̅ = 𝑥2 − (𝑧 + 𝑧̅) + 1 cũng là đa 

thức đối xứng. Do vậy P(x) là tích của các đa thức đối xứng nên nó đối xứng. 

Câu 5: (1, 0 điểm) Cho số nguyên dương a và b nguyên tố cùng nhau. Chứng minh rằng số ab  là 

số lớn nhất không thể viết được dưới dạng ax by+  với ,x y  nguyên dương.   

1) Ta chứng minh ab không phân tích được dạng trên 

Giả sử tồn tại x, y nguyên dương sao cho ab ax by= +  => b | ax => b | x (Do (a,b) =1) 

Và do x nguyên dương nên x b . Mà 1y   => ax by ab b+  +  => vô lí  

2) Ta chứng minh mọi số nguyên dương n > ab đều có thể viết được dạng trên 

Vì (a,b) = 1 => {a; 2a;…;ba} là hệ thặng dư đầy đủ mod b 

 Tồn tại số c = xa (1 )kx b   sao cho 𝑛 ≡ 𝑘𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑏)  

 n xa yb− = . Mà n > ab => yb > ab – xa 0  => 0y    

 n xa yb= +   với x, y nguyên dương => đpcm 

  



Câu 6: (2, 5 điểm) Cho tam giác ABC nội tiếp (O). Gọi D và E là trung điểm AB, AC. Một đường 

tròn (w) qua D, E và tiếp xúc (O) tại K khác A. Tiếp tuyến tại K cắt DE tại S. 

c) CMR: SA là tiếp tuyến của (O). 

d) Gọi H là chân đường cao từ A xuống BC . Chứng minh rằng KH đi qua trọng tâm tam giác 

ABC. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a) Xét đường tròn (O), (w) và đườngt tròn (ADOE) có SK là trục đẳng phương của (w) và (O), 

SDE là trục đẳng phương của (ADOE) và (w) => S là tâm đẳng phương của 3 đường tròn 

Mà (O) và (ADOE) tiếp xúc nhau tại A => SA là tiếp tuyến chung của hai đường tròn. 

b) KH cắt (O) tại I. 

Vì SDE là đường trung trực của AH => SH = SA = SK => A, H, K thuộc đường tròn (S; SA) 

Có 0180
2

ASK
AHK


 = −  = 090

2

AOK
+  = 090 AIK+  => 090HAI =  => AI // DE // BC  

 AICB là hình thang cân 

Gọi G là trọng tâm ABC, F là trung điểm BC. Có OF là trung trực AI => AI = 2HF 

Lại có AG = 2GF và A, G, F thẳng hàng =>H, G, I thẳng hàng 

Như vậy K, G, H thẳng hàng. 


